












































1 Introduction 4 
1.1 はじめに. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 4 
1.2 大自由度力学系. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 4 
1.3 エレメントと相互作用-大域結合の導入. • • • • • • • " 5 
2 モデルの紹介 8 
2.1 大域結合写像系. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 8 
2.2 大域結合ロジスティック写像系の性質の概観. • • • • • •• 9 
2.3 大域結合テント写像系の特性 • • • • • • • • • • • • • • •• 1 
2.3.1 シンクロナイズ状態 • • • • • • • • • • • • • • • •• 1 
2.3.2 デシンクロナイズ状態.1 (1バンド状態) ••• 12 
2.3.3 デシンクロナイズ状態.2 (2バンド状態) ••• 14 
2.3.4 デシンクロナイズ状態.3 (バンドなし状態) •• 14 
3 分布関数を用いた解析 16 
3.1 Nonlinea.r Frobenius-Perron Equa.tion . . . . . . . . . . 16
3.2 有限次元近似. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 17 
3.3 安定性解析 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 22 
3.4 考察. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 29 
4 Lyapunov Ana1ysis 31 
4.1 準備. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 31 
4.2 リアプノフ数の変化 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 32 
4.3 ローカルな軌道発散率との差 • • • • • • • • • • • • • • •• 34 
4.4 ランダム近似. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 37 
4.5 リアプノフスペクトル • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 38 
4.6 分布関数の軌道拡大率. • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 42 
4.7 境界領域. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 43 
2 
4.8 考察. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 44 
5 議論とまとめ 47 
5.1 議論. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 47 
5.2 まとめ. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 47 























































































































モデル | 時間 | 空間 状態
偏微分方程式 連続 連続 連続
最近接結合 連続 不連続 連続
結合常微分方程式 大域結合 連続 連続
最近接結合 不連続 不連続 連続
結合写像 大域結合 不連続 連続



















xn+l(i) = f(xn(i)) +二二乞{f(Xn(ぷ))-f(xn(i))} (2.1) 
Nl 

















Xn+l (i) = (1 -ε)f(xn(i)) +εhn (2.3) 
寸 N














ロジスティックマップとして f(x)= 1 -αx2を考える。αは非線形
の度合を決めるパラメータ ーで α>1.401155189.…を満たす時 periodic
windowを除くと l次元写像 Xn+l= f( Xn)はカオス的なアトラクターを










縮退している。(2)秩序相:k ~ N のアトラクターがみられる。(3)部
分秩序相 :k~N とん rvN とのアトラクターが共存する 。 (4) 乱流相:











ゾ((ん -(州)2) (2.5) 
はエレメントの個数 N を大きくしていく時大数の法則から 1/、/万に従
うと考えられる。ここで( )は時間平均を表す。実際、数値計算を行な














これ以降、 エレメントとしてテントマ ップJ(x)= 1 -αIxJをと った














が ι+1= J(九n)のように 1次元ダイナミクスで表されることに気付く 。
この状態の安定条件は、次のように求めることができる。シンクロナイズ
状態 x~yn = xn(l)二九(2)...= xn(N)からの摂動を5xn(i)=九(i)-zpn
として線形近似して




α土 lN I 
α(1 -ε+長)J
(2.7) 













































2.3.2 デシンク口ナイズ状態・ ( 1バンド状態)

















その時はテントマ ップからずれる。この効果は、図 2.1(a)のマ ップの山
の頂上のぼやけた部分に現れている。
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(c)，(d)が α=1.99ε= 0.35、(e)，(f)が α=1.99ε= 0.25であり、いずれの
場合も N = 100000として、分布関数は 1024の区間に分けて計算した。
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変わりなく、バンドが α(1-ε) < v2の条件で存在することが分かる。






2.3.4 デシンクロナイズ状態・ 3 (バンドなし状態)




































M め=Jゎ 一川〕州向 間
ここで、その時間 η での見かけ上の写像 Fn(x)を導入した。この写像は、
平均場 hn を通して時間に依存しており
Fn(x) = (1 -ε)(1 -αIxl)十ε九η (3.3) 
16 
という形をしている。一方、平均場 hn は、式 (3.1)より積分を用いて

















Pn(Y+) + Pn(Y-) n+1 (x)ニ
α(1 -ε) 
(3.6) 








区間卜1.1]を m 個の小さい区間[ん，11，んγ ・1m]に分ける。これ
らの区間は同じ長さを持つものをとることが多いが必ずしもそう
する必要はない。時間口に区間 ん(0三JS; m)の値を持つエレメ
















?? ???? (3.7) 
となる。 (3.7)とは別の近似の式を使うこともできる。いずれにせ
よ、 m+1個の区間を分けることによりフロベニウス・ペロン作用










Pn( x) = 乞 &;.(}(~ - x) (3.9) 
ここ (}(x)は階段関数である。






















るので、時間が ηになる時、段の個数は η+1になる。段の数を γn個
に限ってやることにより、 m だけ昔の時間にできた段を無視することに
なる 。 この近似の有効性の根拠は後で述べることにして、まず bふ~の
時間変化の式を与える。
2 ;!. 




b3111=(1lε) ~(2B(~) - 1) 
~芯=凡(~)
この一連の式が式 (3.6)の近似式になっている。 Fn(x)は式 (3.3)から分
かるように平均場ιに依存している。平均場は式(3.4)から
レ 1 - ;日~I~I 、?， ， ，????? ?， ， ， ， 、 、







p n (X) 
?????? b~ c ~ c~ π1 c ;: 2 (m+l)Dimension 





b ~ C ~+l C ~+l C ~+l I 2 (m+l) Dimension 











という式に従う。デシンクロナイズ状態 (α(1-E) > 1) であれば~は、
3→∞で Oに収束する。J> m の段を無視するのでほ rv1として概算
すると、おおよそ
(近似による誤差)~ 1 (314) 
αm(l -ε)m 
の誤差が生じうることが分かる。この誤差は m の指数関数的に減り、 (1)
の方法の誤差のオーダー (3.8)と比べると随分小さいことが分かる。 一
方、 α(1-ε) < 1の時はシンクロナイズ状態で分布関数がデルタ関数に
なっているから、この場合の近似が破綻していることはいうまでもない。
規格化条件JPn(x)dx=lより
乞~~ rv 1 (3.15) 
が近似の精度の範囲で成り立っている。また、
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α(1 _ε) j7:o 
=凡(0)





































と定義される。式 (3.18)，( 3. 20 )，( 3.21)により定常解は、次のように自己
完結的にに決められる。式 (3.20)の中のんを入力と見なしてんm と
し、式 (3.21)の左辺のんを出力と見なして九州として区別しておく。
式 (3.18)と規格化条件 (3.15)を使うと lY.とCiは、簡単に求めることが







。~ ~ - ば
γ~ - ~ - c~ (3.22) 
とする。この 2(m+ 1)次元ベクトル(月J; pY7d?γよ γ;:)の時間




















n+1 =-lm(20(〈)-l)α(1 -ε) 
(3.23) 
γ1:i=-Z E(PLrdfl〈f|+パピ， I~'I) 

































































Figure 3.3:α= l.5，ε= 0.05に女すする 50x 50 Dl，D2 
の固有値。
(3.24 ) (~) (f:)=D 
上の式は、










































































有値は共役複素数からなるので偏角は Oから πまでを示した。(a)α= 1.5， 
ε=0.05(b)α= 1.5，ε= 0.06いずれは、 m+1二 50で計算した
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Figure 3.6: D1 とD2の固有値。その偏角を横軸、絶対値を
立軸にした。固有値は共役複素数からなるので偏角は Oから
πまでを示した。α=1.9，ε= 0.12であり、 m+ 1 = 50で計
算した。
過程がある。
まず、 α=1.5に固定して εを変化させた場合を考えてみる。図 3.4(a)
をみると α=1.5，ε= 0.05で固有値の絶対値は、必ず存在する lになって
いるもの 1つを除けばすべて 1以下である。一方、図 3.4(b)の α=1.5， 
ε= 0.06の場合には、絶対値がちょうど lになる固有値が 2つ存在して
いる。この時の偏角は 0と πになっている。この不安定性は分布関数
のバンド分割によるものである。バンド分割は、 α(1-ε) = v2で生じる
が、図 3.4(a)のパラメーターでは α(1-ε) > v2であり、図 3.4(b)のパ
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Figure 3.7:α= 1.9，ε= 0.12での平均場ιのリター
ンマッフ。
時のバンド分害IJは ε=εo= 0.05719...で生じることが分かっている。図
3.5( a)から |σバは、 ε<ε。で εの増加に伴い、 lに近付いていくこと分
かる。また ε>εoでは、 |σπ|が lに留ま っている。この不安定性をよく
見るために ε。の近くで図 3.5(b)にlog-logplotした。|σπ|は、 ε0-εに
対して線形に 1に近付いていることが分かる。このように、この解析で
バンド分割するパラメーターを正確に求められる。
もうひとつの不安定化過程は、 α(1-ε) < v2の領域で起きる。図 3.6
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戻って考察を行なう 。系のある瞬間での状態は、 N次元相空間内の l点
で表される。離散時間のモデルを使用しているので、この状態の変化は、
相空間内の点の列によ って示される。2つ状態の近さは、その状態を表
す2点の距離によ って定義できるであろう 。無限小の距離の 2点の距離


























-0.2 。 tO 20 
Figure 4.1:α= 1.99でε=0.05，0.15，0.25，0.35，0.45，0.55で















ちょうど logαになる。図 4.1では ε=0.55の場合がそうなっている。一
方、デシンクロナイズ状態(α(1-ε) > 1)の時には N個のリアプノフ数
すべてが正になっている。
このようにリアプノフ次元は、シンクロナイズ状態が不安定化する点










g( xn(l)， xn(2)， xn(3)，・xn(N))→G(η) (N→∞) (4.2) 
をみたしているとすると系を N-1個のカ オス的なエレメントと G(n)
で表せるので N-1次元に制約されるという主張である。しかし、この
ような集団運動による束縛は N→ ∞ で厳密に定義されるものなので N
が有限であれば状態空間に次元が小さくなるような制約を与えない。仮
に、結合がない N個のカオスマップを考えると大数の法則により任意
の gに対して G(n)= conxtantが存在する。この束縛が極限としてでな
く厳密に成り立っと考えるなら状態空間の次元が小さくなるはずである
























0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
ε 
Figure 4.2:α= 1.5， l.6， l.7， l.9， l.99でεを変化させた時の入。。を
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時の変化を図 4.3に図示した。これ以後でテントマップの傾きを α=1.99 
に固定するが、それ以外の αについてもリアプノフ数の変化に定性的な
変化はない。 α=1.99の時、 ε<0.497...でデシンクロナイズ状態になる
が、図 4.3より ε=Et rv 0.41に明らかな転移が存在している
図 4.4に図 4.3と同じデータを両対数グラフを表示した。結合がノトさ
い領域では、
A入。<xε (4.4 ) 
のような関係が成り立っている。また、ム入。のシステムサイズに対する
変化を図 4.5に図示した。ここに見られるよう、 ε<εtでは、 N が大きい
36 
所で











A~ = I 0 ・ α(1ー ε)sn(2) (4.7) 
。 。
(川 ο (1 A;一 町 sn(2)/N αf.sn(2)/N α叫 2)/N (4.8) 




P(sn(i)sn(j) = 1) 












乞ISk-1(i)Sk-1(j) rv 1 (4.11) 
t=l kニ1
であると仮定する。この仮定に基づき近似計算が可能になる o Pijヂ1/2





入=log(α(1 -ε)十log( 1 +εi 
¥ - ， N(l-ε)) 










入i>入locαI ( 4.13) 
となっている。すなわち、 A入i>Oである。
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Figure 4.6: N 6.入t をi/Nの関数として N = 40，80，160において計算し
た。点線は、ランダム近似で求めたリアプノフ数である。 (a)α=1.99， 
















































o ^  (M=300) マ^(M=500) 
+入。
一ー loga(1-ε) 
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ε 
Figure 4.8: A、入。、 Alocalの比較。 Aは m= 300とm= 500とについ













ß~ 二~f ß~' B(C!:) 
n+1 α(1 -ε) J~O 
n aE 奮さと I _ _" ~，. _". _" _ _" ， _".¥ γ;+1= -E 記(広く I~I + 刊引く 1)
31T= - 13;(29(ci)-1) 
1- α(1 -ε) 






J→ 0の極限をとる前に N→∞の極限をと っているので個々のエレメ
ントの運動は効かないと考えられる。分布関数の軌道拡大率は、 N → ∞
での平均場んの時系列のリアプノフ数である。
図 4.8に m = 300とm = 500との場合ついてεを変えた時の Aを





発散率入local= log(α(1 -ε) とを比較のため重ね書きした。
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一方、結合の強い領域 ε>εstrongrv 0.43では入。 rvAである ことが分
かる 。これが図 4.7のリアプノフスペクトルのシンギュラリティの原因
である。図 4.9から分かるように、システムサイズ N の増大に伴いんが
Aに近付いていくように見える。εが 0.44より大きくなると
入。 -A rv N-β (4.15) 
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A = I (A~ + A~) (A.2) 
n=l 
となる。
B~ = I 0 sn(2) (A.3) 
o 0 
((1)(1) 
B;一 九(2) 九(2) sn(2) (A.4) 
sn(N) sn(N) sn(N) 
とおくと、 AL=α(1-E)B~ ， A~ =3B;となり、
nc 
A = I (a*B~ + E*B~) (A.5) 
n=l 
49 
と書ける。ここで ι=α(1ー ε)，九 =ω/Nとした。この式をらで展開
すると
A = α?c H B; 
n=l 
+α?c-lh乞(I B~) B~ (I1 B~) 
+αア-2(ら)2乞乞(rt B~) B~2 (A.6) 
( I1 B~) B~t (I B~) 
となる。
52(Z)三 Isn(i) (A.7) 
n=kt 
とおく o s( i) =士1となっている。
I S~c (1) 0 
s = I 0 s~c(2) 











α?c H B;=α?cs (A.9) 
となる。右辺第2項の和の中の式は、
(II B~) B~ (IIB~)= 
川 (1)刊 は (1)寸 (2)
Sが~-1(2)寸-1(1) S22S~-1(2)s~-1(2) 






/ ~ -:-k-1/_'¥-:-k-1/_'¥ ¥ 1 -(2Pij -l)nc 1 (乞 s~-1(i)s~-1(j) ) =→口 (A.11)

















ηPZJ 1-2Pij I (2Pij -1 )nc+1 
C1-Pij 1 2(1_Pり)2 I 2(1 _ Pij)2 
二 O(九c)
(A.12) 
ここで()は、期待値を表すo ~ヂ j の時は 11 -2Pjjlく 1であるから ηc
を大きくすると
土芝5f勺 )s~ -1 U) = ~ . ( 1 ¥ 
I 0 (ーラ二I (iヂj)
I ¥、 /n，.J 
































































































































= log(α(1 -ε))十log11 +ε) 
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